
10 תרגילים דף

ב' סמסטר תשע"ח 88− 201

.Q(x, y) = −3x2 + 4xy − 6y2 ריבועית תבנית נתונה 1 תרגיל

העקומה. את לאפיין .Q(x, y) = −1 המשוואה ע"י מוגדרת מישורית עקומה א.

.z = Q(x, y) הריבועית התבנית של כגרף המתקבל המשטח את לאפיין ב.

הצירים. בראשית זה משטח של גאוס עקמומיות את למצוא ג.

1 פתרון

א.

S =

(
−3 2

2 −6

)
לאחר לינאריים.) איברים אין כי מלכסנת, מטריצה למצוא צורך (אין −2,−7 עצמיים ערכים

הקואורדינטות: שינוי

−2x2 − 7y2 + 1 = 0

אליפסה. זו כלומר

ב.

−3x2 + 4xy − 6y2 − z = 0

S =


−3 2 0

2 −6 0

0 0 0


אינוואריאנטי יהיה z ציר כן כמו .−2,−7, 0 הם הע"ע א' בסעיף עשינו שכבר החישוב לפי

והצורה מלכסנת, מטריצה למצוא צורך אין לכן .z הוא היחיד הלינארי והאיבר הלכסון, תחת

היא: קואורדינטות החלפת אחרי האלכסונית

z = −2x2 − 7y2
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אליפטי. פרבולואיד זהו כלומר

לכן ,∇f = ~0 כי f(x, y) = −3x2 + 4xy − 6y של קריטית נקודה (0, 0) הנקודה ג.

.K(0, 0) = det(Wp) = det(Hf ) =

∣∣∣∣∣−6 4

4 −12

∣∣∣∣∣ = 56

.f(x, y) = y4 הפונקציה של הגרף שהוא המשטח על נסתכל 2 תרגיל

נורמל. וקטור פרמטריזציה, מיצאו א.

המשטח? של נקודה בכל גאוס עקמומיות מהי ב.

ההסיאן. מטריצת חישוב באמצעות תשובתכם את ודאו ,f(x, y) של הקריטיות בנקודות ג.

2 פתרון

ואז x(x, y) = (x, y, y4) פרמטריזציה נבחר כלומר x, y בקואורדינטות לעבוד נמשיך א.

x1 = (1, 0, 0)

x2 = (0, 1, 4y3)

אז .v̂ = v
|v| וקטור של נירמול נסמן נורמל. נחשב

n = x̂1 × x2 =

̂∣∣∣∣∣∣∣∣
e1 e2 e3

1 0 0

0 1 4y3

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

̂
0

−4y3

1

 = (1 + 16y6)−
1
2


0

−4y3
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ב.
x11 = (0, 0, 0)

x12 = (0, 0, 0)

x22 = (0, 0, 12y2)

כלומר

Lij =

(
〈x11, n〉 〈x12, n〉
〈x12, n〉 〈x22, n〉

)
=

0 0

0 12y2√
1+16y6


נקודה. בכל 0 גאוס עקמומיות כלומר K =

det(Lij)

det(gij)
= 0

det(gij)
= 0 לסיום
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מתקיים שם .y = 0 הישר של הנקודות הן הקריטיות הנקודות ג.

Hf =

(
0 0

0 4y3

)
=

(
0 0

0 0

)
.K = det(Hf ) = 0 אלו בנקודות

3 תרגיל

באשר (r(φ), z(φ)) = (φ, aφ) העקומה של סיבוב כמשטח חרוט של פרמטריזציה מיצאו א.

גאוס. עקמומיות ואת והשניה, הראשונה היסודית התבנית מקדמי את מיצאו .a > 0

הגאודזיות. המשוואות ואת Γkij מקדמי את מיצאו ב.

3 פתרון

פרמטריזציה א.

x(θ, φ) = (φ cos θ, φ sin θ, aφ)

x1 = (−φ sin θ, φ cos θ, 0)

x2 = (cos θ, sin θ, a)

ראשונה יסודית תבנית

(gij) =

(
φ2 0

0 1 + a2

)
שניה: יסודית תבנית נחשב

x11 = (−φ cos θ,−φ sin θ, 0)

x12 = (− sin θ, cos θ, 0)

x22 = (0, 0, 0)

n = x̂1 × x2 =

̂∣∣∣∣∣∣∣∣
e1 e2 e3

−φ sin θ φ cos θ 0

cos θ sin θ a

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

̂
aφ cos θ

aφ sin θ

−φ

 = φ−1(1 + a2)−
1
2


aφ cos θ

aφ sin θ

−φ



= (1 + a2)−
1
2


a cos θ

a sin θ

−1
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כלומר

Lij =

(
〈x11, n〉 〈x12, n〉
〈x12, n〉 〈x22, n〉

)
=

(
−aφ√
1+a2

0

0 0

)
גאוס עקמומיות

K =
det(Lij)

det(gij)
=

0

det(gij)
= 0

א' בסעיף שראינו כפי ב.

(gij) =

(
φ2 0

0 1 + a2

)
לכן

(gij) =

(
φ−2 0

0 1
1+a2

)
וכן

(gij;1) =

(
0 0

0 0

)
(gij;2) =

(
2φ 0

0 0

)
מ־0. שונה g11;2 = 2φ רק

Γ1
11 =

1

2
(g11;1 − g11;1 + g11;1)g

11 = 0

Γ2
11 =

1

2
(g12;1 −

2φ︷︸︸︷
g11;2 +g12;1)g

22 =
−φ

1 + a2

Γ1
12 =

1

2
(

2φ︷︸︸︷
g11;2−g12;1 + g21;1)g

11 =
1

φ

Γ2
12 =

1

2
(g12;2 − g12;2 + g22;1)g

22 = 0

Γ1
22 =

1

2
(g21;2 − g22;1 + g21;2)g

11 = 0

Γ2
22 =

1

2
(g22;2 − g22;2 + g22;2)g

22 = 0

הן הגאודזיות αiהמשוואות
′
αj
′
Γ1
ij + α1′′ = 0

αi
′
αj
′
Γ2
ij + α2′′ = 0

אצלנו

Γ2
11 =

−φ
1 + a2

Γ1
12 =

1

φ
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היא כלומר Γ1
12 6= 0 רק הראשונה במשוואה לכן

2α1′α2′ 1

φ
+ α1′′ = 0

היא כלומר Γ2
11 6= 0 רק השניה )במשוואה

α1′
)2 −φ

1 + a2
+ α2′′ = 0

4 תרגיל

.(r(φ), z(φ)) = (5 + 2 cosφ, 2 sinφ) של סיבוב כמשטח טורוס של פרמטריזציה מיצאו א.

גאוס. עקמומיות ואת והשניה, הראשונה היסודית התבנית מקדמי את מיצאו ב.

אפס? שלילית? חיובית? גאוס עקמומיות בהן הנקודות מהן ג.

הגאודזיות. המשוואות ואת Γkij מקדמי את מיצאו ד.

4 פתרון

פרמטריזציה א.

x(θ, φ) = ((5 + 2 cosφ) cos θ, (5 + 2 cosφ) sin θ, 2 sinφ)

ראשונה יסודית תבנית ב.

(gij) =

r2 0

0
∣∣∣dαdφ ∣∣∣2

 =

(
(5 + 2 cosφ)2 0

0 4

)

שניות נגזרות תחילה נחשב שניה יסודית תבנית x1למציאת = (−(5 + 2 cosφ) sin θ, (5 + 2 cosφ) cos θ, 0)

x2 = (−2 sinφ cos θ,−2 sinφ sin θ, 2 cosφ)
x11 = (−(5 + 2 cosφ) cos θ,−(5 + 2 cosφ) sin θ, 0)

x12 = (2 sinφ sin θ,−2 sinφ cos θ, 0)

x22 = (−2 cosφ cos θ,−2 cosφ sin θ,−2 sinφ)
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נורמל נחשב כעת

x1× x2 = (2(5 + 2 cosφ) cosφ cos θ, 2(5 + 2 cosφ) cosφ sin θ, 2(5 + 2 cosφ) sinφ)

ל־ פרופורציוני זה וקטור

(cosφ cos θ, cosφ sin θ, sinφ)

הנורמל. זהו כלומר 1 אורך בעל וקטור וזהו

שניה יסודית תבנית לכן

Lij =

(
〈x11, n〉 〈x12, n〉
〈x12, n〉 〈x22, n〉

)
=

(
− cosφ(5 + 2 cosφ) 0

0 −2

)
גאוס עקמומיות

K =
det(Lij)

det(gij)
=

2 cosφ(5 + 2 cosφ)

4(5 + 2 cosφ)2
=

cosφ

2(5 + 2 cosφ)

כלומר ,cosφ כסימן הוא K = cosφ
2(5+2 cosφ)

סימן ג.

φ = 3π
2

ו־ φ = π
2
כאשר K = 0 (א)

−π
2
< φ < π

2
כאשר K > 0 (ב)

π
2
< φ < 3π

2
כאשר K < 0 (ג)

ב' בסעיף שראינו כפי ד.

(gij) =

(
(5 + 2 cosφ)2 0

0 4

)
לכן

(gij) =

(
(5 + 2 cosφ)−2 0

0 1
4

)
וכן

(gij;1) =

(
0 0

0 0

)
(gij;2) =

(
−2 sinφ(5 + 2 cosφ) 0

0 0

)
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מ־0. שונה g11;2 = −2 sinφ(5 + 2 cosφ) רק

Γ1
11 =

1

2
(g11;1 − g11;1 + g11;1)g

11 = 0

Γ2
11 =

1

2
(g12;1 −

−2 sinφ(5+2 cosφ)︷︸︸︷
g11;2 +g12;1)g

22 =
1

4
sinφ(5 + 2 cosφ)

Γ1
12 =

1

2
(

−2 sinφ(5+2 cosφ)︷︸︸︷
g11;2 −g12;1 + g21;1)g

11 =
− sinφ

5 + 2 cosφ

Γ2
12 =

1

2
(g12;2 − g12;2 + g22;1)g

22 = 0

Γ1
22 =

1

2
(g21;2 − g22;1 + g21;2)g

11 = 0

Γ2
22 =

1

2
(g22;2 − g22;2 + g22;2)g

22 = 0

הן הגאודזיות αiהמשוואות
′
αj
′
Γ1
ij + α1′′ = 0

αi
′
αj
′
Γ2
ij + α2′′ = 0

אצלנו

Γ2
11 =

1

4
sinφ(5 + 2 cosφ) Γ1

12 =
− sinφ

5 + 2 cosφ

היא כלומר Γ1
12 6= 0 רק הראשונה במשוואה לכן

2α1′α2′ − sinφ

5 + 2 cosφ
+ α1′′ = 0

היא כלומר Γ2
11 6= 0 רק השניה )במשוואה

α1′
)2 1

4
sinφ(5 + 2 cosφ) + α2′′ = 0

הניתן: ככל ולפשט gij, Lij, Li j,Γ
k
ij המקדמים ע"י לבטא 5 תרגיל

〈xj, xpq〉gjp א.

〈xpqr, n〉 ב.

〈xpq, ns〉δqm ג.

gpqδ
q
sg
stδpt ד.
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〈xij, nk〉δkmgm` ה.

〈ni, xj〉gi` ו.

〈ni, nj〉 ז.

〈n, nab〉δac ח.

|xij|2 ט.

〈xij, xk〉δkmgm` י.

5 פתרון

.q חופשי ,p, j סכימה א.

〈xj, xpq〉gjp = 〈xj,Γkpqxk + Lpqn〉gjp

=
(
Γkpq〈xj, xk〉+ Lpq〈xj, n〉

)
gjp

= Γkpqgjkg
jp

= Γkpqgkjg
jp

= Γkpqδ
p
k

= Γppq

ב.

〈xpqr, n〉
Leibniz︷︸︸︷

= 〈xpq, n〉r − 〈xpq, nr〉

=
∂

∂ur
Lpq − 〈xpq, nr〉

=
∂

∂ur
Lpq − 〈Γkpqxk + Lpqn, L

`
rx`〉

=
∂

∂ur
Lpq − ΓkpqL

`
rgk`

=
∂

∂ur
Lpq + ΓkpqLkr
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.p, s,m חפשיים ,q סכימה ג.

〈xpq, ns〉δqm = 〈xpm, ns〉

= 〈Γkpqxk + Lpqn, L
`
sx`〉

= ΓkpqL
`
sgk`

= Γkpq
(
gk`L

`
s

)
= −ΓkpqLks

.q, s, t, p סכימה ד.

gpqδ
q
sg
stδpt = gtsg

st

= δtt

= Tr(I2)

= 2

.`, i, j חפשיים ,m, k סכימה ה.

〈xij, nk〉δkmgm` = 〈xij, nk〉gk`

= 〈Γaijxa + Lijn, nk〉gk`

=

Γaij

−Lak︷ ︸︸ ︷
〈xa, nk〉+Lij

0︷ ︸︸ ︷
〈n, nk〉

 gk`

= −ΓaijLakg
k`

= −Γaij
(
g`kLka

)
= ΓaijL

`
a

.j, ` חפשיים ,i סכימה ו.

〈ni, xj〉gi` = Lijg
i`

= g`iLij

= −L`j
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ז.

〈ni, nj〉 = 〈Lkixk, L`jx`〉

= LkiL
`
j〈xk, x`〉

= LkiL
`
jgk`

= Lki
(
gk`L

`
j

)
= −LkiLkj

.b, c חפשיים ,a סכימה ח.

〈n, nab〉δac = 〈n, ncb〉

= 〈n, nc〉b − 〈nb, nc〉

=

0︷ ︸︸ ︷
〈n, Lkcxk〉b−〈Lmbxm, L`cx`〉

= −LmbL`c〈xm, x`〉

= −LmbL`cgm`
= LmbLmc

ט.

|xij|2 = 〈xij, xij〉

= 〈Γkijxk + Lijn,Γ
m
ijxm + Lijn〉

= ΓkijΓ
m
ij 〈xk, xm〉+ (Lij)

2

1︷ ︸︸ ︷
〈n, n〉

= ΓkijΓ
m
ijgkm + (Lij)

2
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.`, i, j חפשיים ,k,m סכימה י.

〈xij, xk〉δkmgm` = 〈xij, xk〉gk`

= 〈Γaijxa + Lijn, xk〉gk`

= Γaij〈xa, xk〉gk`

= Γaijgakg
k`

= Γaijδ
`
a

= Γ`ij
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