
136

ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК, 2016, том 471, № 2, с. 136–138

ВЕРБАЛЬНЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ И ВЕРБАЛЬНЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ
С КОНСТАНТАМИ ПРОСТЫХ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ ГРУПП

© 2016 г.   Н. Л. Гордеев1,2,*, Б. Э. Кунявский3,**, Е. Б. Плоткин3

Представлено академиком РАН В.П. Платоновым 20.06.2016 г.
Поступило 20.06.2016 г.

В работе рассматриваются вербальные отображения w: G m → G и вербальные отображения с кон-
стантами wΣ: Gm → G простой алгебраической группы G, где w – нетривиальное слово свободной
группы Fm ранга m, wΣ = w1σ1w2···wrσrwr + 1, w1, …, wr + 1  Fm, w2, …, wr ≠ 1, Σ = {σ1, …, σr | σi  G\Z(G)}.
В работе приводятся результаты об образах таких отображений, в частности, теорема о доминант-
ности “общих” вербальных отображений с константами, которая является аналогом известной тео-
ремы А. Бореля о доминантности собственно вербальных отображений. Кроме того, показана вза-
имосвязь между существованием унипотентов в образе вербального отображения и строением мно-
гообразия представлений R(Γω, G) группы Γω = Fm/〈w〉.
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1. ВЕРБАЛЬНЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ 
С КОНСТАНТАМИ

Для любой группы G и непустого слова w сво-
бодной группы Fm ранга m определено вербальное
отображение w: Gm → G формулой w((g1, …, gm)) =
= w(g1, … gm) (подстановка элементов gi вместо пе-
ременных xi). В последнее время возрос интерес к
изучению вербальных отображений простых ал-
гебраических групп (см. [1–3, 5, 8, 9]). Для таких
групп мы рассматриваем также вербальные отоб-
ражения с константами. А именно, пусть G – про-
стая алгебраическая группа над алгебраически за-
мкнутым полем K (здесь мы отождествляем груп-
пу G с группой точек G(K)) и пусть w1, …, wr + 1 ∈ Fm,
где w2, …, wr ≠ 1, Σ = {σ1, …, σr | σi ∈ G\Z(G)} (воз-
можно σi = σj для i ≠ j). Выражение wΣ = w1σ1w2···
···wrσrwr + 1 называется словом с константами (обыч-
ные слова мы также рассматриваем как слова с
константами при Σ = φ, w = w1). Поведение слов с
константами на простых алгебраических группах
исследовалось, в частности, в работах [6, 7, 15].
Слово с константами естественно определяет вер-
бальное отображение с константами wΣ: Gm → G.
В [6] такие отображения использовались для изу-
чения произведений классов сопряженных эле-

ментов, а в [8] – как метод для изучения собствен-
но вербальных отображений.

Одним из основных вопросов теории вербаль-
ных отображений является вопрос об их сюръек-
тивности (ответ на этот вопрос неизвестен даже
для группы G = SL2(C); см. [9]). Согласно теореме
А. Бореля [4], вербальные отображения простых
алгебраических групп являются доминантными,
т.е. образ Imw такого отображения w содержит
плотное открытое подмножество группы G. Вер-
бальное отображение с константами не обязано
быть доминантным (например, для wΣ = xσx–1).
Однако для “общего” слова с константами такое
отображение оказывается доминантным.

Т е о р е м а  1. Пусть Ωr = (w1, …, wr + 1) – после-
довательность слов из Fm, у которой w2, …, wr ≠ 1.

Предположим   [Fm, Fm]. Тогда существует

непустое открытое по Зарискому подмножество
U(Ωr)  Gr такое, что для любой последовательно-
сти Σ = (σ1, …, σr)  U(Ωr) отображение wΣ: Gm → G
доминантно.

Мы также рассматриваем случай вербальных

отображений с константами, для которых .

А именно, пусть w(x, y)  F2 и σ  G. Тогда отобра-
жение wσ: G → G, определенное формулой wσ(x) =
= w(x, σ), является вербальным отображением с
константами (здесь константы – это степени σ).
Имеет место следующая теорема, которая может
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быть инструментом исследований вербальных
отображений от двух переменных (см. [8]).

Т е о р е м а  2. Пусть w  [F2, F2]. Тогда суще-
ствует непустое открытое по Зарискому подмно-
жество U(w)  G такое, что для любого σ  U(w) мно-
жество {g(Im wσ)g–1 | g  G} плотно по Зарискому в G.

2. ПОЛУПРОСТЫЕ ЭЛЕМЕНТЫ В Im w

В работе [3] доказано, что для G = SL2(K) образ
вербального отображения w: SL2(K)m → SL2(K) со-
держит все полупростые элементы группы SL2(K)
(здесь K – алгебраически замкнутое поле) за ис-
ключением, возможно, элемента –1 (1 – единич-
ная матрица). Используя тот факт, что для про-
стых алгебраических групп, кроме типов Ar, D2r + 1,
E6, в соответствующей системе корней имеется
подсистема того же ранга, состоящая из объеди-
нения непересекающихся подсистем типа A1,
можно получить следующее утверждение.

Т е о р е м а  3. Пусть G – простая алгебраиче-
ская группа, не являющаяся группой типа Ar, r > 1,
D2r + 1, E6, и пусть w: Gm → G – вербальное отобра-
жение. Тогда любой регулярный полупростой эле-
мент группы G содержится в Imw. Более того, для
любого полупростого элемента g  G существует
элемент второго порядка g0 такой, что gg0  Imw.

3. УНИПОТЕНТНЫЕ ЭЛЕМЕНТЫ В Im w
И МНОГООБРАЗИЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЙ 
КОНЕЧНОПОРОЖДЕННОЙ ГРУППЫ

Пусть T, W – фиксированный максимальный
тор и группа Вейля группы G, π: G → T/W – фак-
торморфизм (см. [14]). Для вербального отоб-
ражения w: Gm → G определим Υw = w–1(1),
Ξw = (π ⋅ w)–1(1) (здесь 1 – и нейтральный элемент
группы G, и образ нейтрального элемента T в T/W).
Тогда Υw  Ξw – это аффинные подмногообразия
Gm и Ξw = {(g1, …, gm)  Gm | w(g1 ,…, gm) – унипо-
тент}, Υw = R(Γw, G) – многообразие представле-
ний группы Γw = Fm/〈w〉 с одним определяющим
соотношением w в группу G. Таким образом, су-
ществование нетривиальных унипотентных эле-
ментов в Imw эквивалентно неравенству Υw ≠ Ξw.
Например, для простейшего случая G = SL2(K) и
m = 2 все неприводимые компоненты многообра-
зия Ξw имеют размерность 5, и, таким образом, су-
ществование нетривиальных унипотентных эле-
ментов в Imw следует из существования неприво-
димых компонент Υw размерности ≤4.

Многообразие представлений групп – важный
объект с различных точек зрения (см., например,
[10–13]), и, по-видимому, в вопросе об унипо-
тентных элементах в Imw играет ключевую роль.
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Существование унипотентных элементов в
Imw – открытый вопрос даже для случая G =
= SL2(K). В [3] доказано, что для G = SL2(K)
(chK = 0) и слова w  [[Fm, Fm], [Fm, Fm]] в Imw со-
держатся все унипотентные элементы, а также
просчитан пример (с использованием компьюте-
ра) слова w  [[Fm, Fm], [Fm, Fm]], для которого об-
раз w также содержит все унипотентные элемен-
ты. Мы рассматриваем аналогичный пример, для
которого просчитываем (без использования ком-
пьютера) многообразия Υw, Ξw. Пусть K – алгеб-
раически замкнутое поле (chK = 0), w: SL2(K)2 →
→ SL2(K) – отображение для w(x, y) = [[x, y],
x[x, y]x–1], B, T – верхние треугольные и диаго-

нальные матрицы SL2(K), ω = , Cω – класс

сопряженных матрицы ω в SL2(K). Тогда верна
Т е о р е м а  4. Имеются в точности три непри-

водимые компоненты многообразия Ξw:

и в точности три неприводимые компоненты мно-
гообразия Υw:

(здесь черта – это замыкание по Зарискому).

Таким образом, наличие компоненты  раз-
мерности 4 гарантирует существование всех уни-
потентов в Imw. Хотя полное доказательство дан-
ной теоремы требует значительного объема тех-
нических рассуждений, сам факт наличия всех
унипотентов в Imw доказывается элементарным
подсчетом значения w(s, ωb) для s  T, s4 ≠ 1, b  B,
b  T.

Работа первого автора поддержана Министер-
ством образования и науки Российской Федера-
ции и грантом РФФИ 14–01–00820. Работа вто-
рого автора поддержана грантом ISF 1207/12. Ра-
бота третьего автора поддержана грантом ISF
1207/12 и Математическим институтом Эмми Нё-
тер.
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