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 3 מתוך 1עמוד 

  תורת הקבוצות– 4פתרון תרגיל 
 
 

x לכל י אז. רפלקסיבייםS- וR נניח :נכון. א .1 A∈ מתקיים S∈ (x,x) וגםR∈ (x,x). 
x          לכן לכל A∈S R∩∈ (x,x)  ,ולכןS R∩רפלקסיבי . 

S- כך שA∈x נניח בשלילה שקיים :נכון .      ב R∪∉)(x,x.י אזS ∉ (x,x)  או R∉(x,x).  
 . רפלקסיביS - שנקבל סתירה לכךו ,S∉ (x,x)-נניח בלי הגבלת הכלליות ש          

S-נניח ש: נכון  .      ג R∩∈ (x,y) ,אז וS∈ (x,y) וגםR∈ (x,y).כיוון ש - Rו -Sסימטריים  
Sלכן. R∈ (y,x)וגם S∈ (y,x) -נובע ש           R∩∈(y,x) ,לכןוS R∩סימטרי . 

S- נניח ש:נכון .    ד   R∪∈ (x,y) .יאזR ∈(x,y) או S∈(x,y) . נניח בלי הגבלת הכלליות 
Sלכן.  S∈ (y,x) - סימטרי נובע שS-כיוון ש.  S∈(x,y) - ש         R∪∈ (y,x) ,לכן ו 
              S R∪סימטרי . 

S- נניח ש:נכון .            ה R∩∈ (x,y)וגםS R∩∈ (y,z).י אזR ∈(x,y) וגם R∈ (y,z). 
Sלכןו ,)(S∈x,z באותו אופן .R∈ (x,z) - טרנזיטיבי נובע שR-כיוון שמ                 R∩∈ (x,z). 
Sלכן                 R∩טרנזיטיבי . 
 אבל, ים באופן ריק י טרנזיטיבR- וSכאן  . R = {(2,3)}- וS = {(1,2)} ניקח :לא נכון .             ו

               (1,2),(2,3)} {=S R∪לא טרנזיטיבי כי S R∪∉ .(1,3) 
 

 . טיבייסימטרי וטרנז,  רפלקסיבי R -ל ש"צ.  א .2
 .B∩X = B∩Xכי R∈ (X,X) -   ברור ש:   רפלקסיביות

                                                          .R∈ (Y,X) א"ז B∩X = B∩Y ולכן B∩Y = B∩Xאז R∈  (X,Y)  אם :    סימטריות
 .B∩Z = B∩Y וגם B∩Y = B∩Xאז R∈  (Y,Z) -וR∈  (X,Y) אם :         טרנזיטיביות

 R ∈ .(X,Z)א" ז B∩Z = B∩Xלכן                            
  .יחס שקילות R          לכן 

 X = {1,3,5} , B={1,2,3} , A = {1,2,3,4,5}. כאשרנמצא את מחלקות השקילות .      ב
  אז A⊆{1}         ניקח 

B }                    ∩B = {1}∩A | C⊆C { = }R∈A | ({1},C)⊆C { ] =}1{[ 

1,2,3} } =                                                    {∩{1,2,3} = {1}∩ A | C⊆C { 

    {1,2,3} = {1}}= {{1},{1,4},{1,5}, {1,4,5}}                      ∩ A | C⊆C { 

              
 -  באותו אופן נקבל ש             

               [{2}] = {{2} , {2,4} , {2,5} , {2,4,5}}                                          
 [{3}] = {{3} , {3,4} , {3,5} , {3,4,5}}                                                     
[{1,2}] = {{1,2}, {1,2,4}, {1,2,5}, {1,2,4,5}}                                       

,3}] = {{1,3}, {1,3,4} , {1,3,5},{1,3,4,5}}                                      1{[ 
,{2,3,4},{2,3,5},{2,3,4,5}}                                         }32, {{] =}32,{[ 

1,2,3}] = {{1,2,3},{1,2,3,4},{1,2,3,5} ,{1,2,3,4,5}}                         {[ 
 , {4}, {5}, {4,5}}                                                                     ∅ {] =}4{ [ 
 

 .מחלקות השקילותכל  מצאנו את P(A)ל נותן את "כיוון שאיחוד כל הקבוצות הנ               
 

 . סימטרי וטרנזיטיבי , רפלקסיביR -נוכיח ש. א .3
 . רפלקסיביRלכן .  R∈(x,x)לכן ו f(x) = f(x)אז   A∈x אם  

 . סימטריRלכן R∈ (y,x) לכן f(y) = f(x) לכן .f(x) = f(y)אז R∈ (x,y)  אם 

  f(x) = f(z)לכן .   f(y) = f(z) וגםf(x) = f(y)אז R∈ (y,z)וגם R∈ (x,y)              אם 
 .  טרנזיטיביRולכן ) (R∈x,z              לכן 

   
 . |B={0,1,2,3} , A = {1,2,3,4,5} ,f(x) = |x-3נמצא את מחלקות השקילות אם .           ב

 אזA ∈ ,1 ניקח לדוגמא             
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     2 = |y-3| }=           f(1) = f(y) } = {y || R} = {y ∈A | (1,y)∈[1] = {y 
         y = 1 } = {1,5}    או  y | ±2 = y-3 } = {y | y = 5 { 

 -              באותו אופן נקבל ש
            [2] = {2,4}                                                                                  

[3] = {3}                                                                                                 
 .             ואלו הן מחלקות השקילות

 
 . א  .4

I     .נוכיח ש-R יחס שקילות , 
 R∈ .(x,x) לכן 7x|7 כי  (3x + 4x)|7 אז x∋� נניח , רפלקסיבי R-       נוכיח ש
 - נובע ש(7x + 7y)|7 -כיוון ש, (3x + 4y)|7אז  ) (R∈x,y נניח , סימטרי R-       נוכיח ש

       7|((7x + 7y) - (3x+4y)) 7 כלומר|(4x+3y) לכן  R∈ .(y,x) 
 (3x + 4y)|7אז R∈ (y,z)וגם R∈  (x,y)נניח ,  טרנזיטיבי R-       נוכיח ש

  + z47|(3x + 7y( כלומר ((3y + 4z)+(3x + 4y))|7 לכן (3y + 4z)|7       וגם 
 .R∈(x,z) לכן 7 (3x + 4z)| כלומר(3x + 7y + 4z - 7y)|7 לכן 7y|7       אבל 

       
 , אז 1∋�ניקח לדוגמא ,        נמצא את מחלקות השקילות 

=       } y = (7k-3)/4|�∈7|(3+4y)} = {y| �∈ [1] = {y 
 לכן ) j∋� (k = 4j + 1שלם רק אם ) k-3)/47       המספר 

    7j+1   = 7(4j+1) -3 )/4 = (y = (7k-3)/4לכן  
)      �∈j [1] = {7j + 1 |  

 -      באותו אופן נקבל ש
}      �∈[2] = {7j + 2 | j 
}      �∈j [3] = {7j + 3 | 
}      �∈j [4] = {7j + 4 | 
}      �∈j [5] = {7j + 5 | 
}      �∈j [6] = {7j + 6 | 
}      �∈j [7] = {7j | 

 .שקילותה       ואלו כל מחלקות 
.II    R יחס סדר חלקי כי אינו R∈ (1,8) , (8,1)  לכן אין אנטי סימטריות1≠8 אבל . 

     
 .    ב
          I .נוכיח ש-Rיחס שקילות : 

             R1 נניח : רפלקסיבי( ,..., ) k

k
a a )R , R∈)1 לפי הגדרת ,י אז.�∋ ,..., )

k
a a ,1( ,..., )

k
a a(  

 יה השמאלית k--מספרים טבעיים כך שהיות של -k הוא קבוצת כל הזוגות הסדורים של Rכי              (
 ).ניתיה הימ-k- שווה ל            

R        כי , ברור מההגדרה :  סימטריR מכיל רק זוגות x,y) (כך ש- x = y) .k
∈�x,y( 

       R כי , גם ברור מההגדרה :  טרנזיטיביR מכיל רק זוגות x,y) (כך ש- x = y. 
         

kניקח  : R        נמצא את מחלקות השקילות של 
∈�x , אז[x] {y | (x, y) R}k

= ∈ ∈�.  

 באופן כללי נקבל שמחלקות. {x} = [x]לכן  ; x = yרק אם  ) (x,y מכיל זוג R        אבל 

k{x} (        השקילות הן 
∈� (x. 

         R .IIוזה נובע ישירות מכך ש,  יחס סדר חלקי- R∈ (x,y)⇔. x = y 
 

 .          ג
R .I          אפשר לקחת :  אינו יחס שקילותP( )∈  ואז , {1} ,{1,2,3}�

 כיR∉ ({1},{1,2,3})אבל , R∈ ({1,2,3},{1})לכן . 2 = |{2,3}| = |{1}\{1,2,3}|             
 . לא סימטריRלכן . ={1,2,3}\{1}∅            
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II         .R  אינו יחס סדר חלקי כי R ∉ (A,A) עבורP( )∈ �A. 

 
 .          ד

  .I          נוכיח ש-Rילות יחס שק: 

             R 2 נניח – רפלקסיבי
∈�  , (m,n)אז ברור ש- R∈ ((m,n),(m,n)) כיm + n = m + n. 

  R נניח ש– סימטרי - R∈ ((m,n),(p,q)) אזm + n = p + q ולכן   p + q = m + n,  
 R∈ .((p,q),(m,n))כלומר    
             R נניח – טרנזיטיבי R∈  ((m,n),(p,q)) וגםR∈((p,q),(r,s))  .י אזm + n = p + q   

 R∈ .((m,n),(r,s))  ולכןm + n = r + s  לכן p + q = r + sוגם               
              

2 ניקח .R              נמצא את מחלקות השקילות של 
∈� , (m,n) אז 

              {(1, m + n - 1) , (2, m + n - 2), ... = [(m,n)] = {(p,q) | m + n = p + q}   
              (3 , m + n - 3 ) ,..., (m + n - 1 , 1 )} 

 .סוף מחלקות שקילותנ              קל לראות שיש אי
         II . R כי למשל ,  אינו יחס סדר חלקיR∈ ((1,2) , (2,1))וגםR ∈ ((2,1),(1,2)) 

 .(2,1) ≠ (1,2)              אבל 
 

 . m≥n- וn≥m כי R∈ ((n,m),(n,m)) -ברור ש, סדר חלקי  יחס R-נוכיח ש. א .5

 .p≥r,    s≥q  וגםq≥m , n≥p  אז R∈p,q),(r,s)) ((R ,∈ ((n,m),(p,q)) אם 
 R∈ .((n,m),(r,s))לכן ,  s≥m - ו n≥rלכן 

 .m≥q , p≥n וגם q≥m , n≥pאז , R∈ ((n,m),(p,q)) , ((p,q),(n,m)) אם 
 .((m,n),(p,q)) = ((p,q),(n,m)) ולכן m = q – ו p = n לכן 

 .(1,3)איבר מינימלי  , (3,1)איבר מקסימלי .          ב
         

 
 

              


