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הוכחה: באינדוקציה על 
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שלב האינדוקציה: נניח שהוכחנו לפולינומים ממעלה 
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דוגמא: חילוק פולינומים עם שארית  של 
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קבלנו:                         
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אצלנו: מעלת השארית  
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מתפרק לגורמים ליניאריים.

מסקנה: אם  F  שדה סגור אלגברית אז למטריצה 
[image: image62.wmf]n

n

F

A

´

Î

  יש בדיוק  
[image: image63.wmf]n

  ע"ע  ב- F (לאו דווקא שונים).
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נראה עכשיו שאלו הסיבות היחידות לכך שמטריצה לא תהיה לכסינה:
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דוגמא : המטריצה      
[image: image81.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

=

4

0

0

0

2

0

0

1

2

A

.

הע"ע הם:    
[image: image82.wmf](

)

(

)

(

)

1

2

4

2

-

-

=

x

x

x

f

A

.


[image: image83.wmf]2

=

l

:    ר"א =2,    ר"ג =1.

[image: image84.wmf]4

=

l

:    ר"א =1,    ר"ג =1.

דוגמא: המטריצה      
[image: image85.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

=

3

0

0

   

0

0

1

0

1

0

  

A

.

  
[image: image86.wmf](

)

(

)

(

)

3

 

1

2

-

+

=

x

x

x

f

A

  
ע"ע היחיד (מעל  R):  
[image: image87.wmf]3

=

l

:  ר"א =1.

                          
[image: image88.wmf]ï

þ

ï

ý

ü

ï

î

ï

í

ì

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

=

1

0

0

 

:

3

span

V



 ר"ג =1 
[image: image89.wmf](

)

=

3

dim

V

 (אבל מעל 
[image: image90.wmf]C

  יש 3 ע"ע  שונים ולכל אחד מהם ר"א = ר"ג =1).


משפט: לכל מטריצה 
[image: image91.wmf]n

n

F

A

´

Î

  וכל  
[image: image92.wmf]F

Î

l

: 
                                                               ר"א 
[image: image93.wmf]£

 ר"ג
הוכחה: אם  
[image: image94.wmf]l

 אינו ע"ע  של  A  אז  ר"א = ר"ג = 0.
נניח ש-
[image: image95.wmf]l

ע"ע  של  A , ויהי  
[image: image96.wmf]λ

V

  המרחב העצמי המתאים 
[image: image97.wmf](

)

1

 

dim

³

l

V

 נבחר בסיס 
[image: image98.wmf]{

}

k

v

v

r

r

,...,

1

 
ל-
[image: image99.wmf]l

V

  (ר"ג  =
[image: image100.wmf]l

V

K

dim

=

), ונרחיב אותו לבסיס  
[image: image101.wmf]{

}

n

v

v

r

r

,...,

1

  של 
[image: image102.wmf]1

´

n

F

.
קיים:  
[image: image103.wmf](

)

k

i

v

v

A

i

i

£

£

=

1

  

 

v

v

l

  ולכן, אם 
[image: image104.wmf][

]

n

n

n

F

v

v

P

´

Î

=

r

r

,...,

1

  המטריצה שעמודותיה הן 

[image: image105.wmf]n

v

v

r

r

,...,

1

  אז 
[image: image106.wmf]p

  מטריצה הפכית המקיימת:

                                          
[image: image107.wmf]k

-

n

  

          

k         


                                    
[image: image108.wmf]4

4

4

4

4

3

4

4

4

4

4

2

1

L

O

L

B

P

AP

÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

=

      

*

     

0

0

0

0

0

0

 

l

l

l



קבלנו:                                                     
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[image: image125.wmf]C
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) אזי (א) מתקיים תמיד (לא נוכיח כרגע).

הגדרה: מטריצה 
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  נקראת דומה (צמודה) ומטריצה 
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  אם קיימת מטריצה
הפיכה 
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n

F

P

´

Î

  כך ש-  
[image: image129.wmf]AP

P

B

1

-

=

. 
[image: image130.wmf](

)

A

B

~

.



הערה : דמיון מטריצות הוא יחס שקילות: (תרגיל)
(1) 
[image: image131.wmf]A
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טענה : למטריצות  דומות יש אותה דטרמיננטה, אותו פ"א, אותם ע"ע, אותם ר"א ור"ג.
הקשר בין ו"ע  הוא:
                                
[image: image135.wmf](
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הוכחה : שויון 
[image: image137.wmf]det

, פ"א, ר"א: כמו בקטע המתאים בהוכחה הקודמת. שוויון ר"ג  בגלל  (*).
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תזכורת : אם  V  מ"ו  ממימד  
[image: image139.wmf]n

  מעל  F  ו- 
[image: image140.wmf]V

V

T

®

:

  העתקה לינארית (אופרטור לינארי)
אז אפשר להציג את  T  לפי בסיסים שונים של  V:
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(אותו בסיס גם בתחום וגם בטווח של  T)

ושתי המטריצות המייצגות דומות :       
[image: image142.wmf][
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(כאשר  
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  היא מטריצת המעבר מ- E  ל- 
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מסקנה : אפשר להגדיר עבור אופרטור ליניארי  T:

[image: image145.wmf]det

,

 פ"א, (ע"ע  ו"ע), ר"א, ר"ג  ע"י כך שנציג את  T  לפי בסיס שרירות  E  ע"י 


מטריצה  
[image: image146.wmf][
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  ונחשב את כל הנ"ל עבור המטריצה  A.
התוצאות אינן תלויות בבחירת הבסיס, בגלל ששינוי בסיס מוביל למטריצות דומות.

הערה : לגבי  ע"ע  וו"ע, כבר הגדרנו:
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כשמציגים לפי סוגים שונים, הקשר בין הו"ע  הוא:
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כידוע עבור מטריצת מעבר.

הגדרה : אופרטור  
[image: image149.wmf]V
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  הוא נותן ללכסון אם קיים ל- V  בסיס שבו  T
מיוצג  ע"י  מטריצה אלכסונית.

מסקנה:  T  ניתן ללכסון  
[image: image150.wmf]Û

  הצגתו לפני כל בסיס של  V  היא מטריצה ניתנת ללכסון.

מישלוש (שילוש): ראינו שאפילו אם הפ"א  של מטריצה  A  מתפרק לגורמים (למשל:
 אם השדה הוא 
[image: image151.wmf]C

). A  לא בהכרח ניתנת ללכסון ( יתכן: ר"א > ר"ג לאחד הע"ע).

מה בכל זאת אפשר לעשות?
הגדרה: מטריצה  
[image: image152.wmf]n
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  ניתנת למישלוש (לשילוש) אם קיימת מטריצה הפיכה
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 כך שהמטריצה  
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  היא משולשית עליונה.

תרגיל : אם אפשר משולשית עליונה אז אפשר גם משולשית תחתונה.

בקיצור:  A  ניתנת למישלוש  
[image: image155.wmf]Û

  

A

 דומה למטריצה משולשית (עליונה או תחתונה)
(הגדרה מתאימה לאופרטורים).

הערה: אם  A  ניתנת ללכסון  
[image: image156.wmf]Ü

  

A

 ניתנת למישלוש.
להיפך : לא בהכרח.
למשל: המריצה   
[image: image157.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

4

0

0

0

2

0

0

1

2

.

משפט : תהי 
[image: image158.wmf]n
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, אזי  A  ניתנת למישלוש (מעל  F) 
[image: image159.wmf]Û

 הפ"א  של  A  מתפרק
 לגורמים לינאריים (מעל  F). 

בפרט : כל מטריצה מעל 
[image: image160.wmf]C

  (או מעל שדה סגור אלגברית כלשהו) דומה למטריצה משולשת.

רעיון ההוכחה : 

[image: image161.wmf](
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: אם  A  ניתנת למישלוש אז  A  דומה למשולשת עליונה:
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למטריצות דומות אותו פ"א.
הפ"א  של מטריצה משולשת מתפרק לגורמים לינאריים:
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ולכן הפ"א  של   A מל"ל  (מתפרק לגורמים לינאריים) מעל  F.
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: הוכחה באינדוקציה על 
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שלב האינדוקציה: נניח ל- 
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  עם פ"א  מל"ל, 
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נקח ו"ע  המתאים וע"ע  
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  אזי עבור המטריצה:
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מתקיים:                                     
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נסמן:    
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ולכן,                        
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   מל"ל  מעל  F.

לפי הנחת האינדוקציה:
                                 B  דומה למשולשת  
[image: image177.wmf]Ü

  גם  A.
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