ã"ñá

óéù éîø’â ø"ã 88-376 ,úåéøîåð úåèéù á"ñùú ’à øèñîñ ,’á ãòåî ïçáî

.éöçå íééúòù :ïçáîä ïîæ .(ãééð áùçî àì ìáà) éòãî ñéë áùçîáå øæò øîåç ìëá ùîúùäì øúåî .’á œìçá úåìàùä 4 êåúî 2 ìòå ’à œìçá úåìàùä 6 ìë ìò úåðòì ùé äìàù ìëì úåãåœð 25 ’á œìçá ,äìàù ìëì úåãåœð 8 ’à œìçá :úåìàùä ãåœéð .(6 × 8 + 2 × 25 + 2 (éèîåèåà ñåðåá) = 100 :ãåœéðä ë"äñ) !äáåùú ìë áèéä œîðì ùé

’à œìç

ïåèåéð úèéù ìù íéáåáéñ éðùá ùîúùä .x = 0.7-ì áåøœ ùøåù ùé x^3 + x − 1 = 0 äàååùîì .1 .äæ áåøéœ øôùì

àéä ïåèåéð úééñøåœø

x_{n+1} = x_n − x^3_n + x_n − 1 3x^2_n + 1 = 2x^3_n + 1 3x^2_n + 1

øéáñ ,x_1-á úåðåëð úåøôñ 3 íéàåøå úåéä) .x_2 ≈ 0.6823279 ,x_1 ≈ 0.6826 ,x_0 = 0.7 íà ïëìå (.x_2-á œåéã úåøôñ 6-ë úúì

äöéøèî àéä A-å n ãîéîî ãåîò øåèœåå àåä c ,n ãîéîî äøåù øåèœåå àåä r åæ äìàùá .2 :scilab åà Matlab-á úåéœåç úåãåœô ïä úåàáä úåãåœôä ïéáî äæéà .det A ≠ 0-ù êë ,n×n ? (r\A). ∗ (A/c) ,(r/A) ∗ (A\c) ,(A. ∗ A)\c ,A. ∗ (A\c) ,(A ∗ A)\c ,A ∗ (A\c) øåèœåå àåä A\c-å úåéä ,úéùéìùá .úåéœåç àì (ìåàîùì ïéîéî) úéùùäå úéùéìùä úåãåœôä œìçì ïúéð àì ,úéùùá .A.∗(A\c) áéëø-áéëø ìôë òöáì ïúéð àì ,úéòåáéø äöéøèî àéä A-å ãåîò ,(A^2)^{−1}c ,A · A^{−1}c :úåáùçî ïä ,úåéœåç úåãåœôä øàù .(A/c) c éãé ìò A àìå (r\A) r éãé ìò A .(rA^{−1}) · (A^{−1}c) ,åîöò íò A ìù áéëø-áéëø ìôëä àåä Ã øùàë Ã^{−1}c

,p(2) = 3 ,p(1) = 0 ,p(0) = 1 -ù êë úåçô åà 3 äâøãî íåðéìåô àåä p(x) øùàë ,p(3) àöî .3 .p(4) = 0

:íéœìåçî íéùøôä úìáè 0 1 1 0 −1 2 3 3 2 4 0 −^3_2 −^3_2 −^7_8

.p(3) =^{19}_4 -å ,p(x) = 1 − x + 2x(x − 1) −^7_8 x(x − 1)(x − 2) ïëìå

,íééøòæî íéòåáéø ìù ïáåîá ,øúåéá áåèä áåøéœä àåäù p(x) = ax + b øùéä åœä úà àöî .4 úåãåœðì x_i −1.00 −0.50 0.00 0.50 1.00 y_i 0.67 0.96 1.00 1.04 1.33

( ∑ 1 ∑ x_i ∑ x_i ∑ x^2_i ) ( b a ) = ( ∑ y_i ∑ y_ix_i )

⇒ ( 5 0 0 2.50 ) ( b a ) = ( 5.00 0.70 )

.p(x) = 0.28x + 1.00 àåä åœä ïëìå

äéöœðåôì [−1, 1] òèœä ìò øúåéá áåèä áåøéœä àåäù p(x) = ax + b øùéä åœä úà àöî .5 -ù ïáåîá ,f(x) = 1 +^1_3 x^3 ∫_1 −1 (f(x) − p(x))^2dx .éìîéðéî àåä

øùàë p(x) = a_0 + a_1x

a_0 = 1 2 ∫_1 −1 ( 1 + 1 3 x^3 ) dx = 1

a_1 = 3 2 ∫_1 −1 x ( 1 + 1 3 x^3 ) dx = 1 5

ìøâèðéàä úà áùç .6 ∫_1 −1 e^{−x2 /2}dx

.n = 4 íò (Gaussian quadrature) ñåàâ òåáøú éãé ìò

øùàë w_1f(x_1) + w_2f(x_2) + w_3f(x_3) + w_4f(x_4) àåä áåøéœä ,f(x) = e^{−x2/2} áåúëð íà w_2 = w_4 = ,w_1 = w_3 = 0.3478548 ,x_2 = −x_4 = 0.3399810 ,x_1 = −x_3 = 0.8611363 .w_2f(x_2) = w_4f(x_4)-å w_1f(x_1) = w_3f(x_3) úéâåæ äéöœðåô f-ù ììâáù áì íéù .0.6521452 .1.711249 àéä úåøôñ 7-ì úœééåãîä úåáåùúä ,1.711225 úåéäì àöåé úåøôñ 7-ì áåøéœä

’á œìç

.x^d = 0 äàååùîì ïåèåéð úèéù úà íéìéòôî øùàë íéìáœîù äâéñðä ñçé úà àöî .à .7 àéä úåñðëúää íàä ?x = 0 ùøåùì úåñðëúä ùé íàä (1-î ìåãâ ïåúð íìù øôñî d) ?úéòåáéø åà úéøàéðéì ,f(x) = 0 äàååùîì ïåèåéð úèéù úà íéìéòôî øùàë íéìáœîù äâéñðä ñçé úà àöî .á äéöœðåôä àéä f(x) øùàë f(x) = { e^{−1/x2} x ≠ 0 0 x = 0

ùé øùàë .x_0 ìù úéøùôà äøéçá ìëì ñçééúäì ùé ?x = 0 ùøåùì úåñðëúä ùé íàä ?äî åà úéòåáéø ,úéøàéðéì àéä íàä ,úåñðëúä

àéä f(x) = 0 äàååùîä ïåøúôì ïåèåéð úééñøåœø .à

x_{n+1} = x_n − f(x_n) f^′(x_n)

àéä äéñøåœøä ïëìå ,f(x)/f^′(x) = x/d ,f(x) = x^d øùàë

x_{n+1} = x_n ( 1 − 1 d )

ùøåùì úéøàéðéì úåñðëúä ùé ïëìå .1-î ïèœ éáåéç íøåâ àåä 1 − 1/d éæà d > 1 íà ùøåùáù ììâá (ïåèåéð úèéù íò ììë êøãá àéäù åîë) úéòåáéø äððéà úåñðëúää .x = 0 .f^′(x) = 0 àåä äâéñðä ñçé ïëìå f^′(x) = (2/x^3)e^{−1/x2} = (2/x^3)f(x) ïàë .á

x_{n+1} = x_n − x^3_n 2 ,úåñðëúä ùé íà ïëìå .äéñøåœøä ìù äãéçéä úáùä úãåœð àéä 0-ù áì íéùì ùé -ù áì íéù ?úåñðëúä ùé íéàðú äæéà úçú .0-ì àéä úåñðëúää |x_{n+1}| = |x_n| | | |1 − x^2_n 2 | | | úåñðëúä ùéù òáåð äæî .|x_n| < 2 øîåìë ,x^2_n < 4 íà œøå íà |x_{n+1}| < |x_n| ïëìå úéøàéðéì úåñðëúäá :úéøàéðéìî úéèéà øúåé àéä úåñðëúää .|x_0| < 2-ù éàðúá 0-ì éåðéùä ïàë .x_n ìù òåáœ æåçà àåä (0-ì úåñðëúä ùé øùàë) x_{n+1}-ì x_n ïéá éåðéùä .úåçô äáøä ,x^3_n/2 àéä

?double ïœúáå float ïœúá 1-î íéðèœ íäù íéìåãâ éëä íéøôñîä íä äî .à .8 íéìáœî float ïœúá 1 − ϵ^2/2 úà íéáùçî øùàëù êë ,ïèœ éëä éáåéçä ϵ-ä úà àöî .á ?double ïœúá íéãáåò íà äáåùúä àéä äî .1-î ïèœ øôñî éãé ìò úåìáœúîù úåàöåúá ,ϵ ìù äéöœðåôë ,úéñçéä úåòèä ìù óøâ òéôåî äèîì .â .óøâä ìù äøåöä úà øáñä .(1 − ϵ^2/2) − 1 áùçì float ïœúá ùåîéù

íé’1 23 ùé øùàë 1.11 . . . 11 × 2^{−1} àåä 1-î ïèœ àåäù ìåãâ éëä øôñîä float ïœúá .à .1 − 2^{−53} àéä äáåùúä double ïœúá .1 − 2^{−24} øîåìë .äãåœðä éøçà äàöåúäù âåàãì ùé ,float ïœúá 1−ϵ^2/2 úà íéáùçî øùàë 1-î ïèœ øôñî ìáœì éãë .á øîåìë ,ϵ^2/2 > 2^{−25} êéøö ,øîåìë .1 − 2^{24}-ì 1-î êøãä éöçî øúåé àåä úœééåãîä

|ϵ| > 2^{−12} ≈ 0.000244

øîåìë ,ϵ^2/2 > 2^{−54}-ù ùåøãì ùé double ïœúá .

|ϵ| > 2^{−27.5} ≈ 5.27 × 10^{−7}

. ,úåòè 100% ùéå 0 øéæçé áùçîä ϵ < 0.000244 øùàë :úåéèðååìø úåãåœð äîë äðä .â øùàë .1 úéñçé úåòè øîåìë 1 2 ϵ^2 = 2^{−24}, 2 × 2^{−24}, 3 × 2^{−24}, . . .

19-ë íéàåø .n íìù ìëì ϵ ≈ 0.0003453 √ n øùàë øîåìë ,ììëá úåòè äéäú àì ïéá .n = 3-ì íéàúî ,0.00104 êøòá àéä úéòéùúä äîâåãì .óøâä ìò äìàë úåãåœð íéøôñîä ãçàî œåçø øúåé àåä ϵ^2/2-ù ìë ,úãøåéå äìåò úåòèä äìàë úåãåœð âåæ ìë äìåãâ àì àéä úèìçåîä úåòèä :ìãâ ϵ-ù ìë úãøåé úéìîéñœîä úåòèä .float ïœúá .äðèœ øúåé äéäú úéñçéä úåòèä ,äìåãâ øúåé úéúéîàä äàöåúäù ìë ïëìå ,2^{−25}-î .óøâä ìò íéàåø äìàä íéøáãä ìë

,(−h, α), (0, β), (h, γ) úåãåœðä úùåìù êøã øáåò øùà natural cubic spline-ä úà àöî .à .9 úåùøåôî úåàçñåð úúì ùé .h > 0 íò íäù ìë íééùîî íéøôñî íä h, α, β, γ øùàë .(0, h)-å (−h, 0) íéòèœä ìò cubic spline-ì úáùçù cubic spline-ä éæà ,ãçà øùé åœ ìò úåàöîð úåãåœðä úùåìùù äøœîáù çëåä .á .úåãåœðä úùåìù êøã linear spline-ì äååù .à óéòñá òèœá úåéèéøœ úåãåœð .à óéòñî cubic spline-ì ïéà éæà α ≠ β = γ íàù çëåä .â .åæ äòôåúì éáéèéàåèðéà øáñä ïú .(−h, 0)

cubic splines-ì úåéììëä úåàçñåðäî .à

4hC_1 = 6 ( γ − β h − β − α h ) ⇒ C_1 =

3(γ − 2β + α)

2h^2 ïëìå f(x) = {_{x+h} h β −^x_h α +^{x(x+h)(x+2h)}_{4h3} (γ − 2β + α) −h ≤ x ≤ 0 x h γ −^{x−h}_h β −^{x(x−h)(x−2h)}_{4h3} (γ − 2β + α) 0 ≤ x ≤ h -àìä íéáéëøä ïëìå ,γ − β = β − α íà œøå íà øùé åœ ìò íä úåãåœðä úùåìù .á .éøàéðéìä spline-ä úà íéìáœîå ,íéñôàúî äìòîì úåàçñåðá íééøàéðéì åðì ùé −h < x < 0 òèœá ,β = γ íà .â f(x) = x + h h β − x h α + x(x + h)(x + 2h)

4h^3 (α − β) ïëìå f^′(x) = β − α h + 3x^2 + 6xh + 2h^2 4h^3 (α − β) = (β − α) 2h^2 − 6xh − 3x^2 4h^3 = (β − α) 5h^2 − 3(x + h)^2 4h^3 äìåò åà f(x) ,øîåìë .f^′(x) ≠ 0-ù øåøá ,(x + h)^2 < h^2 ,−h < x < 0 òèœáå úåéä äðåëú äæå .β < α øùàë ,úéðåèåðåî ãøåé åà ,β > α øùàë ,(−h, 0) òèœä ìò úéðåèåðåî .(−h, α), (0, β), (h, β) úåãåœðä úà úøáçîä äéöœðåôî ùåøãì úéòáè

ìøâèðéàì áåøéœ íéáùçî øùàëù çëåä .à .10 ∫_1 0 x dx :øæò úçñåð .^1_2 úœéåãîä äáåùúä úà íéìáœî ,íéòèœ n íò ,æôøèä ììë éãé ìò

1 + 2 + . . . + (N − 2) + (N − 1) = N(N − 1) 2

ìøâèðéàì áåøéœ íéáùçî øùàëù çëåä .á ∫_1 0 x^3 dx :øæò úçñåð .^1_4 ( 1 +^1_{n2} ) äáåùúä úà íéìáœî ,íéòèœ n íò ,æôøèä ììë éãé ìò

1^3 + 2^3 + . . . + (N − 2)^3 + (N − 1)^3 =

N^2(N − 1)^2 4 ?ïåñôîñ ììë éãé ìò íéìáœî äî ìøâèðéàì áåøéœ íéáùçî øùàë .â ∫_1 0 x^5 dx äî .^1_6 ( 1 +^5_{2n2} −^1_{2n4} ) äáåùúä úà íéìáœî ,íéòèœ n íò ,æôøèä ììë éãé ìò ?âøáîåø úèéùá ùåîéù éãé ìò øôùì ïúéð íàä ?ïåñôîñ ììë éãé ìò íéìáœî

:íéòèœ n íò æôøè ììë .à

∫_1 0 f(x)dx ≈ 1 2n ( f(0) + 2 n−1∑ i=1 f ( i n ) + f(1) )

íéìáœî f(x) = x øùàë

∫_1 0 xdx ≈ 1 2n ( 2 n−1∑ i=1 i n + 1 ) = 1 2n ( 2 n · n(n − 1) 2 + 1 ) = 1 2 ïë åîë .á

∫_1 0 x^3dx ≈ 1 2n ( 2 n−1∑ i=1 i^3 n^3 + 1 ) = 1 2n ( 2 n^3 · n^2(n − 1)^2 4 + 1 ) = 1 4 ( 1 + 1 n^2 )

úà íéìáœîù äæá ùîúùäì àåä ïåñôîñ ììë ìù äàöåúä úà ìáœì ìœ éëä êøãä éãé ìò ïåñôîñ ìù äàöåúä 4I_{2n} − I_n 3 ïàë .íéãòö 2n íò äàöåúä àéä I_{2n}-å ,íéãòö n íò æôøè ìù äàöåúä äæ I_n øùàë íéìáœî 1 3 ( 4 · 1 4 ( 1 + 1 4n^2 ) − 1 4 ( 1 + 1 n^2 )) = 1 4 !œéåãî àåä ïåñôîñ øîåìë àåä íéãòö 2n-ì ïåñôîñ ììë :øéùé äæ úà çéëåäì íéöåø íà]

∫_1 0 f(x)dx ≈ 1 6n f(0) + 4 2n−1∑ i = 1 i odd f ( i 2n ) + 2 2n−2∑ i = 2 i even f ( i 2n ) + f(1)

åðìù äøœîá ∫_1 0 x^3dx ≈ 1 6n ( 1 2n^3

(1^3 + 3^3 + . . . + (2n − 1)^3) + 1 4n^3

(2^3 + 4^3 + . . . + (2n − 2)^3) + 1 )

åéùëò 2^3 + 4^3 + . . . + (2n − 2)^3 = 2^3(1^3 + 2^3 + . . . + (n − 1)^3)

= 8 · n^2(n − 1)^2 4 = 2n^2(n − 1)^2 -å 1^3 + 3^3 + . . . + (2n − 1)^3 = (1^3 + 2^3 + . . . + (2n − 1)^3) − (2^3 + 4^3 + . . . + (2n − 2)^3) = (2n)^2(2n − 1)^2 4 − 2n^2(n − 1)^2

= n^2((2n − 1)^2 − 2(n − 1)^2) = n^2(2n^2 − 1) ïúåð ïåñôîñ ïëìå ∫_1 0 x^3dx ≈ 1 6n ( 1 2n^3

· n^2(2n^2 − 1) + 1 4n^3

· 2n^2(n − 1)^2 + 1 )

= 1 12n^2 ( 2n^2 − 1 + (n − 1)^2 + 2n ) = 1 4 [!úöìîåî äððéà åæ äùéâ ïúåð íéãòö n íò æôøè ììë .â

I_n = 1 6 ( 1 + 5 2n^2 − 1 2n^4 )

ïúåð ïåñôîñ ïëìå 4I_{2n} − I_n 3 = 1 3 ( 2 3 ( 1 + 5 8n^2 − 1 32n^4 ) − 1 6 ( 1 + 5 2n^2 − 1 2n^4 )) = 1 6 ( 1 + 1 8n^4 )

2n íò ïåñôîñî íéìáœîù äàöåúä úà ïîñî J_{2n} íà ,âøáîåø úèéùá àáä áìùá íéáùçî ,íéãòö 16J_{4n} − J_{2n} 15 .^1_6 úœééåãîä äàöåúä úà ïúåð äæ ïàë