ã"ñá

áåðñøœ áåœòé ø"ã 88-376 ,úåéøîåð úåèéù óéù éîø’â ’ôåøô â"ñùú ’à øèñîñ ,’1à ãòåî ïçáî

.éöçå íééúòù :ïçáîä ïîæ .(ãééð áùçî àì ìáà) éòãî ñéë áùçîáå øæò øîåç ìëá ùîúùäì øúåî .úåãåœð 20 äååù äìàù ìë ,úåìàùä 6 êåúî 5 ìò úåðòì ùé !äáåùú ìë áèéä œîðì ùé

úéòåáéøä äàååùîä ìù ïèœä ùøåùä ,äéøåàúä éôì .1

ax^2 − 200x + 0.001 = 0

úà œåãáì íéñðî øùàë ìáà .0-ì óàåù a éáåéçä øèîøôä øùàë 0.5 × 10^{−5}-ì óàåù íéáúåëù éãé ìò ,Scilab åà Matlab-á äæ

a = [1e − 8 1e − 7 1e − 6 1e − 5 1e − 4 1e − 3];
b = (200 − sqrt(200^2 − 4 ∗ 0.001 ∗ a))./(2 ∗ a)

äàöåúä úà íéìáœî

b = 1.0e − 05 ∗ [0.4263 0.4974 0.5002 0.5001 0.5000 0.5000]

øãñî úéñçé äàéâù ïëúéú äîì øáñä ?a ìù íéëåîð íéëøòì úåäåáâ úåéåòè ùé äîì .a = 10^{−5} øùàë 10^{−4} ìãåâ

úéòåáéøä äàååùîä ìù (ïèœä) ïåøúôì äçñåðä úà úåîùééî Matlab-á úåãåœôä

200 − √ 200^2 − 4 · 0.001a 2a ,4 × 10^4 ìù ìãåâ øãñî àåä ùøåùä êåúá øôñîäù ììâá .a = 10^{−8}, 10^{−7}, . . . , 10^{−3} øåáò .ϵ = O(10^{−16}) ,áùçîä œåéã àåä ϵ øùàë ,4×10^4ϵ ìãåâ øãñî (úèìçåî) ìåâéò úàéâù åá ùé ùé úéôåñä äáåùúá ïëìå ,10^{−12} ìãåâ øãñî úèìçåî äàéâù ùé éåèéáä ìù äðåîá ,øîåìë ,10^{−5} ìãåâ øãñî àéä äðåëðä úéôåñä äáåùúäå úåéä .10^{−12}/a ìãåâ øãñî úèìçåî äàéâù .10^{−7}/a ãò òéâäì äìåëé úéñçéä äàéâùä äðåîá ìåâéò úàéâù ùéù àéä úãøåé a øùàë äìåò äàéâùä äîì äáéñä :úåìàùì úåáåùúä ,åðéùòù íéðãîåàäîå .1/a-ë úâäðúî úììåëä úèìçåîä äàéâùä ïëìå ,a-á äéåìú äððéàù a = øùàë 10^{−2}-ì ãò åìéôà òéâäì úéñçééä ìåâéòä úàéâù äìåëé äúéä a = 10^{−5} øùàë äðåîá úèìçåîä äàéâùäù êë ,ìåâéòä úàéâù úà ãéøåî àœååã ùøåùäù øáúñî) .10^{−5} (.200ϵ-ë œø àéä

x ∈ R^d ïàë) ?f(x) = 0 íéîìòð d íò úåàååùî d úëøòî ïåøúôì ïåèåéð úèéù àéä äî .à .2 ?(R^d-ì R^d-î äéöœðåô àéä f-å úëøòîä øåáò ïåèåéð úèéùî íéìáœîù äéñøåœøä úà ùøåôîá áåúë .á

x + y + y^2 = 0

1 + x^2 + y = 0

úà ,œåéã úåøôñ 3-ì ,àöî ,(y åà x øåáò) úçà äàååùîì úëøòîä úøáòä éãé ìò .â .x = −0.5, y = −1.5-ì áåøœ àåäù .á óéòñá úëøòîä ìù ïåøúôä

.à x_{n+1} = x_n − M^{−1}f(x_n)

íéáéëø íò ïàéáåœ’âä úöéøèî àéä M øùàë M_{ij} = ∂f_i ∂x_j (x_n)

.á ( x y ) n+1 = ( x y ) n − M^{−1} ( x_n + y_n + y^2_n 1 + x^2_n + y_n )

øùàë M = ( 1 1 + 2y_n 2x_n 1 )

ïëìå

M^{−1} = 1 1 − 2x_n − 4x_ny_n ( 1 −1 − 2y_n −2x_n 1 )

:ùøåôî øúåé úöœ ( x_{n+1} y_{n+1} ) = ( x_n y_n ) − 1 1 − 2x_n − 4x_ny_n ( 1 −1 − 2y_n −2x_n 1 ) ( x_n + y_n + y^2_n 1 + x^2_n + y_n )

= ( x_n y_n ) − 1 1 − 2x_n − 4x_ny_n ( −1 + x_n − x^2_n − 2y_n − y^2_n − 2y_nx^2_n 1 − x^2_n + y_n − 2x_ny_n − 2x_ny^2_n )

= 1 1 − 2x_n − 4x_ny_n ( 1 + 2y_n + y^2_n − x^2_n − 2x^2_ny_n −1 + x^2_n − 2x_ny^2_n )

-ù íéàöåî éðùäî ,x = −y(1 + y) áåúëì äðåùàøä äàååùîá íéùîúùî ,äîâåãì ,íà .â 1 + y^2(1 + y)^2 + y = 0 ìáœì 1 + y íøåâ íöîöì øùôà ïëì ,y = −1 ùøåùä úà íéçùôçî àì 1 + y^2 + y^3 = 0 :äæ øåáò ïåèåéð úèéù

y_{n+1} = y_n −

1 + y^2_n + y^3_n 2y_n + 3y^2_n = 2y^3_n + y^2_n − 1 2y_n + 3y^2_n œåéã úåøôñ 3-ì ïëìå .y_2 = −1.4656-å y_1 = −1.4667 íéìáœî y_0 = −1.5 íéçœåì íà .x = −0.682, y = −1.47 àåä ùåøãä ïåøúôä

äöéøèî äðåúð íà .à .3

A =

0.12 2.12 0.40 1.22 6.11 1.12 1.17 0.23 1.01 −2.21 0.54 −0.55 3.01 0.44 3.38 0.54 øåèœååä úà äáåùúë ìáœî éðà Scilab-á spec(A) åà Matlab-á eig(A) áúåë éðàå 3.8618978 −2.5319143 −1.1495113 2.1395278 íéøåèœååä ìë úàå íééîöòä íéëøòä ìë úà ìáœì ïúéð êéà ? äæä øåèœååä àåä äî ? A ìù íééîöòä úåãåœôä úà íéáúåë Scilab åà Matlab-á íà .á

A = [ 1054 557 405 148;

−265 −115 −89 −26;

666 327 243 82;

−1202 −639 −465 −171 ]

b1 = [ 704.5; −184.9; 454.2; −803.8 ]
b2 = [ 704.7; −185.0; 453.3; −802.6 ]
b3 = [ 704.5; −187.0; 455.8; −800.3 ]
x1 = A\b1
x2 = A\b2
x3 = A\b3 úåàöåúä úà íéìáœî éæà

x1 =

−0.0534051 0.1489345 3.5205294 −5.0539323 x2 =

0.7031195 −0.1883787 0.4647408 −0.8086555 x3 =

0.7161467 0.7897298 −0.4191235 −2.1652241

éúåîë ïãîåà úúì ùé) ?A-ìù áöîä øôñî éáâì ,äìà úåàöåúî ,œéñäì ïúéð äî (.äöøúù äîøåð ìëá ãåáòì ïúéð .áöîä øôñîì

íéëøòä ìë úà ìáœì éãë .A äöéøèîä ìù íééîöòä íéëøòä 4 íò øåèœåå àåä øåèœååä .à (Matlab-á) íéáúåë íééîöòä íéøåèœååäå

[U D] = eig(A)

êë äöéøèî äéäú U .ïåñëìàä ìò íééîöòä íéëøòä íò úéðåñëìà äöéøèî äéäú D .éîöò øåèœåå àéä äìù äãåîò ìëù :∞ äîøåðá .á ||x_1|| = 5.05 ||x_2|| = 0.809 ||x_3|| = 2.17 ||x_1 − x_2|| = 4.24 ||x_1 − x_3|| = 3.94 ||x_2 − x_3| = 1.36

||b_1|| = 804 ||b_2|| = 803 ||b_3|| = 800 ||b_1 − b_2|| = 1.2 ||b_1 − b_3|| = 3.5 ||b_2 − b_3|| = 2.5

ù ììâá ,κ(A) ìù ïãîåà íéìáœî úåàöåú ìù âåæ ìëì ||x_i − x_j || ||x_i|| ≤ κ(A) ||b_i − b_j || ||b_i|| :øîåìë κ(A) ≥ ||x_i − x_j || ||x_i|| · ||b_i|| ||b_i − b_j || ,ïèœ øúåé øùôàù äîë ||x_i|| ,ìåãâ øúåé øùôàù äîë ||x_i − x_j ||-ù êë i, j øåçáì ùé ïúéð ,åðìæîì .(äæì äæ íéáåøœ íìåë ||b_i|| íéëøòä) ïèœ øúåé øùôàù äîë ||b_i − b_j ||-å íéìáœîå .i = 2, j = 1 úøéçá éãé ìò äìàä íéøáãä ìë úà úåùòì κ(A) ≥ 4.24 · 803 0.809 · 1.2

≈ 3500

.äìà íéðåúð íò ïúéðù κ(A)-ì áåè éëä ïãîåàä äæ

.2 äâøãî p(x) íåðéìåô éãé ìò [−1, 1] òèœä ìò f(x) = x^3 äéöœðåôì áåøéœ àåöîì ùøãð .4 àåä a øùàë ,x_i = −1, a, 1 øùàë p(x_i) = f(x_i)-ù äùéøãä éãé ìò áåøéœ äæë àöî .à ,p(a) = a^3 ,p(−1) = −1 -ù ùåøãì ùé ,øîåìë .1-ì −1 ïéá àåäù ìë éùîî øôñî .p(1) = 1 ,p(−1) = f(−1) éæà .à óéòñá úàöîù p(x) íåðéìåôá a = 1 íéáéöî íàù çëåä .á ,p(1) = f(1) ,p(−1) = f(−1) éæà a = −1 íéáéöî íàå .p^′(1) = f^′(1) ,p(1) = f(1) .p^′(−1) = f^′(−1) úéøàéðéì äéöœðåô p(x) àäúå ,b > a ,[a, b] òèœá äøéæâ äéöœðåô f(x) àäú :çëåä .â éæà .a-ì óàåù b øùàë p(x) ìù ìåáâä P (x) àäé .p(b) = f(b) ,p(a) = f(a)-ù êë .P^′(a) = f^′(a) ,P (a) = f(a)

:íéœìåçî íéùøôä úìáè .ïåèåéð úèéùá ùîúùð .à x_i y_i −1 −1 a a^{3 a3+1}_{a+1} = a^2 − a + 1 1 1^{1−a3}_{1−a} = a^2 + a + 1 a

àåä ïåéáä íåðéìåô ïëìå

p(x) = −1 + (a^2 − a + 1)(x + 1) + a(x + 1)(x − a) = a(x^2 − 1) + x

,p(1) = 1 ,p(−1) = −1 íééœîù ,p(x) = x^2 + x − 1 íéìáœî a = 1 íéáéöî íà .á .p^′(1) = 3 = f^′(1) ,p(1) = 1 ,p(−1) = −1 íééœîù ,p(x) = −x^2 + x + 1 íéìáœî a = −1 íéáéöî íà .p^′(−1) = 3 = f^′(−1) àåä åðìéáùá áåè éëä .p(x) úà áåúëì íéëøã äáøä ùé .â

p(x) = f(a) + f(b) − f(a) b − a (x − a) íééœîù ,p(x) → P (x) = f(a) + f^′(a)(x − a) íéìáœî b → a øùàëù ãéî íéàåø .P^′(a) = f^′(a) ,P (a) = f(a)

ìò [−1, 1] òèœä ìò f(x) äéöœðåôì éîåðéìåô áåøéœ úåùòì ïúéð êéà ,øåöéœá ,øáñä .à .5 .w(x) = 1 ìœùî úééöœðåô íò (íéøéòæ íéòåáéø) íééøòæî íééòåáéø úèéù éãé äéöœðåôì éøàéðéì áåøéœ ,äèéù äúåàá ,àöî .á f(x) = 7 + x 1 + x^2

.4-î ïèœ àì n íò ,æôøèä ììë éãé ìò éèðáìø ìøâèðà ìë áùçì ïúéð .[−1, 1] òèœá :úåøåëæú ∫_1 −1 x 1 + x^2 dx = 0 , ∫_1 −1 1 + x^2 1 + x^2 dx = 2

éãé ìò ïåúð áåøéœä ,n äâøãî áåøéœ íéöåø íà .à p(x) = n∑ i=0 a_iP_i(x)

éãé ìò íéàöåî a_i-äå Legendre éîåðéìåô íä P_i(x)-ä øùàë

a_i = ( i +^1_2

) ∫^1 −1 f(x)P_i(x)dx

P_1(x) = x-å P_0(x) = 1-å úåéä .á

a_0 =^1_2

∫_1 −1 7 + x 1 + x^2 dx =^7_2

∫_1 −1 1 1 + x^2 dx =^7_2 [arctan(x)]^1_{−1} ≈ 5.50

a_1 =^3_2

∫_1 −1 7x + x^2 1 + x^2 dx =^3_2 ( 2 − ∫_1 −1 1 1 + x^2 dx ) = 3(1 − arctan(1)) ≈ 0.644

úåùòì ïúéð ,ïàë íéìøâèðéàä úà íéòãåé àì íà .p(x) = 5.50 + 0.644x àåä áåøéœä .æôøèä ììë éãé ìò íúåà

òåáøúä úçñåðù êë a > 0-å w íéøôñîä úà àöî .à .6 ∫_1 −1 (1 − x^2)f(x)dx ≈ w(f(a) + f(−a)) .3 ãò äâøãî íåðéìåô àåä f(x) øùàë úœééåãî àéä -ì áåøéœ àåöîì .à óéòñî êìù äàöåúá ùîúùä .á ∫_1 −1 (1 − x^2) cos x dx äéäé ,êúòãì ,äî .íéòèœ 4-å 2 íò æôøèä ììë éãé ìò .á óéòñî ìøâèðàì íéáåøéœ àöî .â ? .á óéòñá úàöîù áåøéœä åà íéãòö 16 íò æôøèä ììë éãé ìò áåøéœ :œéåãî øúåé

êéøö œø ïëì .ñôà íéãöä éðù íéàöåî f(x) = x^3 åà f(x) = x íéáéöî øùàë .à ïúåð éðùä ,w =^2_3 øîåìë ,^4_3 = 2w ïúåð ïåùàøä .f(x) = x^2-å f(x) = 1 øåáò øåãáì .a = ± √_1 5 øîåìë ,^4_{15} = 2wa^2 .à óéòñî äçñåðä éãé ìò .á

∫_1 −1 (1 − x^2) cos x dx ≈ 2 3 ( cos ( − √ 1 5 ) + cos (√ 1 5 )) ≈ 1.202

íéãòö éðù íò æôøè ììë .â ∫_1 −1 (1 − x^2) cos x dx ≈ 1 2 (0 + 2 + 0) = 1

íéãòö 4 íò ∫_1 −1 (1−x^2) cos x dx ≈ 1 4 ( 0 + 2 · 3 4 · cos ( − 1 2 ) + 2 + 2 · 3 4 · cos ( 1 2 ) + 0 ) ≈ 1.158

,æôøèä ììë ìù úåòèä úåâäðúä œåç éôì éæà .I àåä ìøâèðàä ìù œéåãîä êøòù çéðð ìù ïåùàø ïãîåà .ϵ ≈ −0.211-å I ≈ 1.211 ïúåð äæ .1.158 ≈ I + ϵ/4 ,1 = I + ϵ íà àöîðù áåøéœäå I ïéá ùøôää .ϵ/64 ≈ 0.003 àåä íéãòö 16 íò æôøèä ììëá úåèä æôøèä ììëå .á óéòñî áåøéœä ìù œåéãä äàøðë .ìãåâ øãñ åúåàî ,0.009 àåä .á óéòñá .çøëäá àì ìáà ,äîåã éã äéäé íéãòö 16 íò