ã"ñá

áåðñøœ áåœòé ø"ã 88-376 ,úåéøîåð úåèéù óéù éîø’â ’ôåøô â"ñùú ’à øèñîñ ,’2à ãòåî ïçáî

.éöçå íééúòù :ïçáîä ïîæ .(ãééð áùçî àì ìáà) éòãî ñéë áùçîáå øæò øîåç ìëá ùîúùäì øúåî .úåãåœð 20 äååù äìàù ìë ,úåìàùä 6 êåúî 5 ìò úåðòì ùé !äáåùú ìë áèéä œîðì ùé

éæà íééîòô äøéæâ f(x) íà .1

f^{′′}(x) + 2f^′(x) = lim_{h→0}

(1 + h)f(x + h) − 2f(x) + (1 − h)f(x − h) h^2 øôñî h íà ,äìòîì ïéîé ãöá äçñåðä éãé ìò f^{′′}(x) + 2f^′(x)-ì áåøéœ úåùòì ïúéð ïëì .ïèœ éùîî ? (h ìù äéöœðåôë) úåòèä äéäú äî f(x) = x^3 äøœîá äæ áøåéœ íéìéòôî íà .à øúåé àì úåéñçé úåéåòè ïúåðù áùçî ìò f(x) = x^3 äøœîá äæ áøåéœ íéìéòôî íà .á ? øùôàù ìåãâ éëä ìåâéòä úàéâù äéäú äî ,ϵ-î íéáúåë Scilab åà Matlab-á øùàë .â

x = 1;
h = 10.^[−8 : −1];

( (1 + h). ∗ (x + h).^3 − 2 ∗ x^3 + (1 − h). ∗ (x − h).^3 ) ./ h.^2 äáåùú íéìáœî 6.6613 12.0348 11.9997 12.0000 12.0000 12.0000 12.0002 12.0200 ?ϵ ìù ìãåâä øãñ àåä äî .á-å .à íéôéòñî êìù úåàöåúä øåàì ,øáñä

àéä f(x) = x^3 øùàë úœééåãîä äáåùúä .à f^{′′}(x) + 2f^′(x) = 6x + 6x^2 àéä úáøåœîä äáåùúä (1 + h)f(x + h) − 2f(x) + (1 − h)f(x − h) h^2 = (1 + h)(x + h)^3 − 2x^3 + (1 − h)(x − h)^3 h^2 = 6xh^2 + 6x^2h^2 + 2h^4

h^2 = 6x + 6x^2 + 2h^2

.2h^2 àéä úåòèä øîåìë éçðååìøä áåùéçá ìåâéòä úàéâù ïëìå .x^3ϵ ìãåâ øãñî àéä x^3 áåùéçá ìåâéòä úàéâù .á .4ϵx^3/h^2 ìù ìãåâ øãñî àéä äàéâùä .à óéòñ éôìå ,äáåùç øúåéä àéä úéîúéøåâìàä äàéâùä ,íéìåãâ øúåéä íé’h-ì .â .0.02 äàéâù íéìáœî h = 0.1-ìå 0.0002 äàéâù íéìáœî h = 0.01-ì ïëà .2h^2 àéä ìù úåâäðúää .á óéòñ éôìå ,äáåùç øúåéä àéä ìåâéòä úàéâù íéðèœ øúåéä íé’h-ì ìãåâ øãñî äàéâù íéìáœî h = 10^{−6}-ì ïëà .10^{−16}/h^2 ìãåâ øãñî àéä ìåâéòä úàéâù .’åëå 10^{−2} ìãåâ øãñî äàéâù íéìáœî h = 10^{−7}-ì ,10^{−4}

äéñøåœøä ìù úáùä úåãåœð úà àöî .à .2 x_{n+1} = 1 −^9_2 x^2_n(1 − x_n)

:úåàáä úåàöåúä úà íéìáœî x_0 = 0.3 íò äéñøåœøä úà íéìéòôî øùàë .á x_1 = 0.71650 x_2 = 0.34507 x_3 = 0.64908 x_4 = 0.33470 x_5 = 0.66461 x_6 = 0.33335 x_7 = 0.66664 x_8 = 0.33333 x_9 = 0.66667 x_{10} = 0.33333 àì äéñøåœøä äîì .^1_3 ,^2_3 íéëøòá 2 (øãñî) øåæçîî øåæçî ùé äéñøåœøìù çëåä ?úáùä úåãåœðî úçàì úñðëúî íàä ?íéðù (øãñî) øåæçîî øåæçîì úéòåáéø úåñðëúä ìù âùåîä úà çñðî úééä êéà .â ?úéòåáéø àéä úåñðëúää úàæ äìàùá äîâåãá

úåîééœî úáùä úåãåœð .à x = 1 −^9_2 x^2(1 − x) ⇒ 1 − x =^9_2 x^2(1 − x)

⇒ x = 1, ±^{√2}_3

,ϕ(^2_3 ) =^1_3 -å ,ϕ(^1_3 ) =^2_3 -ù íéàöåî ,x_{n+1} = ϕ(x_n) äøåöá äéñøåœøä úà íéáúåë íà .á -ù íâ åðì ùé .^1_3 ,^2_3 íéëøò íò 2 øåæçîî øåæçî ùé øîåìë

ϕ^′(x) =^9_2 (2x − 3x^2)

:ïëìå ϕ^′(1) = −^9_2 = −4.5 ϕ^′ (_{√2} 3 ) = 3( √ 2 − 1) ≈ 1.2 ϕ^′ ( −^{√2}_3 ) = 3(− √ 2 − 1) ≈ −7.2

.à óéòñá åðàöîù úáùä úåãåœðî ãçà óàì úåñðëúä ïëúéé àì ïëìå ,ϕ(a) = b íà íééðù øåæçîî øåæçî ùé x_{n+1} = ϕ(x_n) äéñøåœøì :äðåùàø úåøùôà .â íà úéòåáéø àéä øåæçîì úåñðëúääù íéøîåà .ϕ(ϕ(b)) ,ϕ(ϕ(a)) = a øîåìë .ϕ(b) = a úåéä .úéòåáéø àéä x_{n+1} = ϕ(ϕ(x_n)) äéñøåœøä ìù b-å a úáùä úåãåœðì úåñðëúää |ϕ^′(a)ϕ^′(b)| =-ù àéä úéòåáéø úåñðëúäì éçøëä éàðú ,^d_{dx} ϕ(ϕ(x)) = ϕ^′(ϕ(x))ϕ^′(x)-å .ϕ^′(^2_3 ) = 0 åðìù äîâåãá .0 ,äîâåãì ,íà úéòåáéø úåñðëúääù øîåà éúééä ,a, b àåä øåæçîä íà :äééðù úåøùôà ìò ìëúñð ,åðìù äîâåãá .A àéäù äæéà øåáò ϕ(ϕ(x)) ≈ a + Aϵ^2 ,x = a + ϵ øùàë úéòåáéø úåñðëúä ìù äøòùää éôì .x_2, x_4, x_6

x_4 −^1_3 = A ( x_2 −^1_3

)_2

, x_6 −^1_3 = A ( x_4 −^1_3

)_2

.œéôñî íéáåøœ éàãå ,A = 10.7 úðúåð äééðùä ,A = 9.9 úðúåð äðåùàøä äàååùîä

åà) Matlab-á cond(A,2) äãåœôä úåòîùî àéä äî ,úéòåáéø äöéøèî àéä A íà .à .3 ? (Scilab-á cond(A) íà .á

A = 1.03 2.96 −2.18 3.35 −3.40 −7.78 0.173 −2.56 7.79 7.77 5.16 3.03 2.13 0.137 1.23 1.98

œåéã úåøôñ 3-ì éæà

A^{−1} =

−584 −628 −421 820 154 166 111 −217 451 486 326 −634 337 363 243 −473

.(||A||_1 = max_j ∑ i |A_{ij} | :úøåëæú) 1 äîøåðá A ìù áöîä øôñîì ïãîåà àöî ,Ax_2 = b_2-å Ax_1 = b_1 ìù úåðåøúôä íä x_1, x_2-å .á óéòñî äöéøèîä àéä A íà .â øùàë

b_1 = −0.143 2.12 2.12 0.121 , b2 = −0.144 2.12 2.12 0.121 ?òéúôî äæ íàä .x_1 = x_2 œåéã úåøôñ 3-ìù àöåé øùàë ,Ay_2 = c_2-å Ay_1 = c_1 ìù úåðåøúôä íä y_1, y_2-å .á óéòñî äöéøèîä àéä A íà .ã

c_1 =

0.493 −0.845 0.278 −0.154 , c2 = 0.495 −0.846 0.276 −0.155 -ù œåéã úåøôñ 3-ì àöåé

y_1 = −0.326 0.199 0.148 0.168 , y2 = −0.844 0.336 0.547 0.466

?òéúôî äæ íàä

.2 äîøåðá κ(A) = ||A|| · ||A^{−1}|| äöéøèîä ìù áöîä øôñî áåùéç .à ìù äãåîò ìù éìîéñœîä íåëñä úà íéçœåì äöéøèî ìù äîøåðä úà áùçì ,1 äîøåðá .á ||A|| ≈ 20 åðìù äîâåãá ïëìå .(èìçåî êøòá íéáéëø ìù íåëñ àåä íåëñä) äöéøèîä 2-î øúåéì áùçì .κ(A) ≈ 4 × 10^4-å (úéòéáø äãåîò) ||A^{−1}|| ≈ 2000 ,(äééðù äãåîò) .áöîä øôñî ìù ìãåâ øãñ àåä úòãì íéöåøù äî !úåòèë áùçð œåéã úåøôñ éæà Ax_2 = b_2 ,Ax_1 = b_1 íà .â ||x_1 − x_2|| ||x_1|| ≤ κ(A) ||b_1 − b_2|| ||b_1|| ìåãâ ùøôä àöé ,íéáåøœ b_2-å b_1 íàù áééçî àì äæ ,ãåàî ìåãâ κ(A) íà åìéôà ,ìáà .äòéúôî àì äáåùúä ïëì .x_2-å x_1 ïéá .||y_2|| > ||y_1|| ≈ 0.8 ,||y_1 − y_2|| ≈ 1.5 ,||c_1|| ≈ ||c_2|| ≈ 2 ,||c_1 − c_2|| ≈ 0.006 åðì ùé .ã úåéä ìáà .2 êøòá ,èìôá äìåãâ äàéâùå ,0.003 êøòá ,èìœá äðèœ äàéâù åðì ùé ïåéååùä-éà úà øúåñ àì äæ ,κ(A) ≈ 4 × 10^4-å ||y_1 − y_2|| ||y_1|| ≤ κ(A) ||c_1 − c_2|| ||c_1||

.äòéúôî äððéà äáåùúäå

.Scilab-á splin åà Matlab-á spline äãåœôá ùåîéùä úà ,äøöœá ,øáñä .à .4 -ù êë a_0, a_1, a_2, a_3, b_0, b_1, b_2, b_3 íéîãœîä ìò íéàðúä ìë úà ùøåôîá áåúë .á s(x) = { a_0 + a_1x + a_2x^2 + a_3x^3 , −1 ≤ x ≤ 0 b_0 + b_1x + b_2x^2 + b_3x^3 , 0 ≤ x ≤ 1 íéëøòä íò ,−1 ≤ x ≤ 1 òèœä ìò natural cubic spline äéäé s(−1) = 1, s(0) = 0, s(1) = 1

.ùøåôîá s(x) úà àåöîì ,úáúëù úåàååùîä úà øåúô

úåãåœðä êøã øáåòä cubic spline ,äîâåãì ,íéöåø íà .à x_i 0 1 2 3 4 y_i 1 2 2 2 1 éãé ìò íéðåúðä íò x, y íéøåèœåå éðù øöééî ìë íãåœ éúééä

x= [0 1 2 3 4]
y= [1 2 2 2 1]

ìò ,0, 0.1, 0.2, . . ., 3.9, 4 úåãåœðá äîâåãì ,spline-ä ìù íéëøòä úà ìáœì ïúéð éæà éãé

yy = spline(x, y, 0 : 0.1 : 4)

;(0, 0)-å (−1, 1) úåãåœðá øåáòú äðåùàøä äéöœðåôäù :íéàáä íéàðúä úà œåãáì ùé .á ;áèéä íéøãâåî åéäé s^{′′}(0)-å s^′(0)-ù ;(1, 1)-å (0, 0) úåãåœðá øåáòú äééðùä äéöœðåôäù :íéðúåð äìà íéàðú ,øãñä éôì .éòáè spline-ì óñåðä éàðúä ,s^{′′}(−1) = s^{′′}(1) = 0-ùå a_0 − a_1 + a_2 − a_3 = 1 a_0 = 0 b_0 = 0 b_0 + b_1 + b_2 + b_3 = 1 a_1 = b_1 2a_2 = 2b_2 2a_2 − 6a_3 = 0 2b_2 + 6b_3 = 0

⇔ s(−1) = 1 s(0−) = 0 s(0+) = 0

s(1) = 1 s^′(0−) = s^′(0+) s^{′′}(0−) = s^{′′}(0+) s^{′′}(−1) = 0

s^{′′}(1) = 0

,b_2 = a_2 ,b_1 = a_1 úåðåøçàä òáøàî .a_0 = b_0 = 0 úåéòéáøäå úåéùéìùä úåàååùîäî äáöä .a_1-å a_2 ìù íéçðåîá ìëä úà áåúëì ïúéð úåìœá ,øîåìë .b_3 = −^1_3 a_2 ,a_3 =^1_3 a_2 úðúåð úéòéáøäå äðåùàøä äàååùîä êåú

−a_1 +^2_3 a_2 = 1 a_1 +^2_3 a_2 = 1

ïëìå .a_2 = 3/2-å a_1 = 0-ù ãéî íéàåøå s(x) = {_1 2 (3 + x)x^2 , −1 ≤ x ≤ 0 1 2 (3 − x)x^2 , 0 ≤ x ≤ 1

:íéàáä íéðåúðä øåáò y_i ≈ ae^{bxi} -ù êë a, b àåöîì ùøãð .5

x_i 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 y_i 1.1 1.4 1.8 2.3 3.0

ùåîéùå ,ln y_i ≈ ln a + bx_i éæà y_i ≈ ae^{bxi} íàù äøòäá ùåîéù éãé ìò a, b äæë àöî .à .(íéøéòæ íéòåáéø) íééøòæî íéòåáéø úèéùá -ù ùøåã úééä íà àöåî úééäù äîì íéäæ íä .à óéòñá úàöîù a, b-ä íàä .á S(a, b) = ∑ i ( y_i − ae^{bxi} )_2

íà œøå íà éìîéðéî äæä S(a, b)-äù çëåä ?éìîéðéî äéäé a ∑ e^{2bxi} = ∑ y_ie^{bxi} , a ∑ x_ie^{2bxi} = ∑ x_iy_ie^{bxi} .

íéøçåá ,ln y_i ≈ ln a+bx_i ìù íéöåø íà ,íééøòæî íéòåáéø ìù úéèøãðèñä äçñåðä éôì .à úåàååùîä úà øåúôì a, b úà ( ∑ x^2_i ∑ x_i ∑ x_i ∑ 1 ) ( b ln a ) = ( ∑ x_i ln y_i ∑ ln y_i )

åðìù íéðåúðä íò ( 7.5 5 5 5 ) ( b ln a ) ≈ ( 4.20 2.95 ) ( b ln a ) ≈ 1 12.5 ( 5 −5 −5 7.5 ) ( 4.20 2.95 ) = ( 0.5 0.09 )

.b ≈ 0.5 ,a ≈ 1.1 øåçáì ùé äæ éôìå ìù äéöæéîéðéîî íéòáåð .à óéòñî åðìáœù a, b ìù íéëøòä .á T = ∑ (ln y_i − ln a − bx_i)^2 = ∑ ( ln y_i − ln(ae^{bxi} )

)_2

ìù äéöæéîéðéîäî øáã åúåà ìáœì íéôöî åðééä àì S = ∑ ( y_i − ae^{bxi} )_2 . íà éìîéðéî àåä S(a, b) 0 = ∂S ∂a = −2 ∑ i e^{bxi} ( y_i − ae^{bxi} ) = −2 (∑ y_ie^{bxi} − a ∑ e^{2bxi} )

0 = ∂S ∂b = −2 ∑ i ax_ie^{bxi} ( y_i − ae^{bxi} ) = −2a (∑ y_ix_ie^{bxi} − a ∑ x_ie^{2bxi} )

àöåî úééä êéà .à .6 ∫_1 −1 dx 2 + sin x

ùîúùî úééäù úåãåœô åà/å úåéöœðåôä ìë ïàåìîá áåúëì ùé ?Scilab åà Matlab-á .íäá :ïìäìãë úåàöåú íéìáœî æôøèä ììë éãé ìò .à óéòñá ìøâèðàì íéáåøéœ íéùåò øùàë .á

íéòèœ øôñî áåøéœ

2 1.107546964 4 1.084256192 8 1.078869027 16 1.077549242

.äìàä úåàöåúäî øôåùî áåøéœ àåöîì âøáîåø úèéùá ùîúùä (Gaussian Quadrature) ñåàâ òåáøúá ùåîéù éãé ìò ìøâèðàì íéìáœî áåøéœ äæéà .â (.íàúäá

(_5 9 ,^8_9 ,^5_9 ) úåìœùîä , ( − √_3 5 , 0, √_3 5 ) :íéãåœãåœä) ? íéãåœãåœ 3 íò

úåøåùä 2 íò foo.m íùá õáåœ øöééî éúééä ,matlab 5-á ãáåò éðà íà .à

function y = foo(x)

y = 1./(2 + sin(x)) áúåë éúééä æàå

quad8(^′foo^′, −1, 1, 1e − 10)

.(10^{10}-á 1 œìç ìù œåéã ìáœì) :âøáîåø úìáè .á

2 1.107546964 4 1.084256192 1.076492601 8 1.078869027 1.077073305 1.077112019 16 1.077549242 1.077109314 1.077111715 1.077111710

.øôåùîä áåøéœä àåä äìáèá ïåøçàä áéëøä .â ∫_1 −1 dx 2 + sin x ≈ 5 9 1 2 + sin ( − √_3 5 ) + 8 9 1 2 + sin 0 + 5 9 1 2 + sin (√_3 5 ) = 1.0774118